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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Artura Stabuszewskiego
Zanurzenia utamkowych przestrzeni Sobolewa na przestrzeniach metrycznych z
miarg

Rozprawa doktorska mgra Artura Stabuszewskiego dotyczy przestrzeni funkcyj-
nych typu Sobolewa-Biesowa okreslonych na przestrzeniach metrycznych z miara
i zanurzen takich przestrzeni. Praca jest obszerna, liczy 143 strony i sktada sie z
trzech rozdziatow. Dotaczona do rozprawy bibliografia jest rowniez obszerna i liczy
108 pozycji.

Analiza na przestrzeniach metrycznych i zwigzane z nig przestrzenie funk-
cyjne stanowia przedmiot badan od kilku dekad. Za poczatek badan przestrzeni
funkcyjnych na przestrzeniach metrycznych z miarg mozna uznaé¢ wspolne prace
R.Coifmanna i G.Weissa dotyczace przestrzeni Hardy’ego, ktore ukazaty si¢ w la-
tach 70-tych ubiegtego wieku.

Niech (X, d, p) bedzie przestrzenia metryczna z okreslonymi na niej metryka d i
miarg p. Rozprawa doktorska poswiecona jest kilku typom przestrzeni funkcyjnych
okreslonych na X. Wszystkie przestrzenie rozpatrywane w rozprawie sa uogoélnie-
niami klasycznych przestrzeni Sobolewa, Biesowa i Triebla-Lizorkina, ktére zostaty
zdefiniowane pierwotnie na R™. Sposob takiego uogdlniani, czy tez raczej przenie-
sienia definicji na przestrzen metryczng z miarg, nie jest jednoznacznie okreslony.
Trzeba zastapi¢ czyms pojecie, ktére na przestrzeni metrycznej nie sa dostepne -
pochodna, czy tez wymiar przestrzeni euklidesowej. W konsekwencji w literaturze
spotkamy kilka propozycji. Wigkszos¢ przestrzenie rozpatrywanych w rozprawie jest
oparta na pojeciu a-gradientu Hajtasza, zdefiniowanego przez Piotra Hajtasza w
1996 dla o« = 1 oraz przez Dachuna Yanga dla dowolnego a > 0 w 2003 roku.
Funkcja mierzalna g > 0 jest a-gradientem funkcji f jesli istnieje zbiér miary zero
Ay C X taki, ze

Ve,ye X\ Ar  [f(x) = fly)] < d(z,y)*(9(x) — g(y))-



Przestrzeniami zdefiniowanymi w ten sposob sa przestrzenie Hajlasza-Sobolewa
jednorodne i niejednorodne M®P(X,d, ;) i M*?(X,d,p), jednorodne i niejedno-
rodne Hajtasza-Biesowa N;jq(X, d, j1), N3, (X, d, i) oraz jednorodne i niejednorodne
Hajtasza-Triebla-Lizorkina ngq(X, d, p) Mg (X, d, ). (Quasi)-norme w tych prze-
strzeniach definiujemy wykorzystujac a-gradient Hajtasza.

Przestrzeniami rozwazanymi w dysertacji, ktére nie definiuje sie przez a-gradient
sq przestrzenie Stobodeckiego, jednorodne W (X, dy) i niejednorodne WP (X, dp),
a,p,s € (0,00). W przypadku tych przestrzeni w definicji (quasi-)norma uzywamy
calki z r6znicy wartosci funkcji. W przypadku niejednorodnym norma ta wyglada

nastepujaco
1+ (/] Mwy)dum)w

Pierwszy rozdzial omawianej rozprawy ma charakter wstepny na co wskazuje juz
jego tytul - Preliminaria. Rozdzial ten zaczyna sie bardzo elementarnie od poda-
nia definicji, przestrzeni metrycznej i topologicznej, kuli w przestrzeni metrycznej,
o-ciata i miary borelowskiej. Dalej omawiane sg warunki regularno$ci miar okre-
slonych na przestrzeniach metrycznych: regularno$é Ahlforsa (s-regularnos¢ z géry
i s-regularno$é z dotu), borelowska regularno$é oraz regularno$é zewnetrzna i we-
wnetrznag miar borelowskich.

Kolejnym tematem poruszanym w tym rozdziale jest zwiazek pomiedzy wla-
sno$ciami metrycznymi takimi jak catkowita ograniczono$é i jednostajna doskona-
to$¢ a wlasnosciami miary. Przypomina si¢ réwniez warunki zwartosci zbioréw w
przestrzeniach Lebesgue’a LP(X, u) i przestrzeniach funkcji mierzalnych p.w. skon-
czonych LO(X, ut). Ponad to definiuje si¢ operator mediany wykorzystywany péZniej
przy badaniu cigglosci zanurzen. Na koncu rozdziatu definiuje sie wyzej wspomniane
przestrzenie funkcyjne.

Pomimo wstepnego charaktery rozdzial pierwszy zawiera kilka oryginalnych wy-
nikow pochodzacych z prac autora napisanych wspélnie z R. Alvarado i P. Gérka. Do
wynikow tych zaliczy¢ nalezy Twierdzenie 20, ktére méwi, ze w przypadku skonczo-
nej miary borelowskiej zachodzenie twierdzenia Y.uzina implikuje regularnosé miarys;
Stwierdzenie 36 w ktorym sformutowano warunki réwnowazne catkowitej ograniczo-
nosci podzbioru przestrzeni metrycznej w terminach miary okreélonej na tej prze-
strzeni oraz Twierdzenie 48 ktore jest wersjg twierdzenia Hansona o zwartosci pod-
zbioréw w L°(X, i) przy zalozeniach, ze przestrzen metryczna X jest ofrodkowa a
miara p jest skonczona. Wreszcie nalezy zauwazy¢, we omawiany w tym rozdziale ter-
min "lokalna jednostajna doskonato$¢” zostal wprowadzony w pracy wspotautorskiej
mgr Stabuszewskiego z P. Gorka. Wtlasnos¢ ta stabsza od jednostajnej doskonatosci
odgrywa wazna role¢ w dowodzeniu ciaggtosci zanurzen.

Rozdziatl drugi poswiecony jest ciagltym zanurzeniom przestrzeni Stobodeckiego
WP (X, du). W przypadku klasycznym, gdy przestrzenie okreslone na obszarach
potozonych w R™, lub na rozmaitosciach rézniczkowych wymiaru n, waznym para-
metrem pomagajacym opisa¢ zarowno ciggtos$c jak i zwartosé¢ zanurzen jest parametr
« —% okreslany z reguty terminem ”dimensional smoothness”. Na przyktad zanurze-
nie klasycznej niejednorodnej przestrzeni Sobolewa Wk(R") w przestrzenie Lebes-
gue’a L"(R") jest ciagte wtedy i tylko wtedy gdy r < 8. W wyzej podanej definicji
(quasi)-normy w przestrzeni W (X, dpu) parametrem pelnlaccym role analogiczng do



wymiaru wymiaru n w przypadku klasycznym jest parametr s. Cho¢ dla przestrzeni
metrycznej nie mamy naturalnie zdefiniowanego wymiaru, jednak mozemy wykorzy-
sta¢ regularnos¢ miary w sensie Ahlforsa. Okazuje sie, ze przypadku formutowania
warunkow dostatecznych wlasciwym zatozeniem jest s-regularnosé miary z dotu, tzn.
zachodzenie nastepujacej nieréwnosci

w(B(x,r)) > cr’ 0<r<l1

gdzie s jest tym samym parametrem, ktory wystepuje w definicji przestrzeni
WP (X, du). Zachodzenie odwrotnej nieréwnosci czyli s-regularnosé z gory jest po-
trzebna przy dowodzeniu warunkéw konicznych.

To, ze s-regularnos¢ z dotu jest warunkiem wystarczajacym w przypadku gdy
ap < s byta znana wczesniej. Przy tych zatozeniach, przestrzen zanurza sie w prze-
strzeni L,(X,p) z ¢ = sp/(s — ap). Mgr Stabuszewski dowodzi w rozprawie, ze
w przypadku ap > s przestrzen W*P(X, du) mozna zanurzy¢ w przestrzen funkeji
holderowskich C'%—s/p (Twierdzenie 76 i Twierdzenie 77). Rozpatruje tez przypadek
graniczny ap = s i wykazuje nieréwnosci, ktore sa nieréwnosciami odpowiednikami
nier6wnosci Trudingera (Twierdzenue 76 i Twierdzenie 80). Calo$¢ zagadnienia, za-
rowno wyszczegolnienie tych trzech przypadkéw jak i podane rozwigzania w kazdym
z przypadkow maja swoje odpowiedniki w teorii klasycznych przestrzeni funkcyjnych
okreslonych na R™.

W dysertacji badana jest réwniez koniecznosé¢ zaltozenia regularnosci miary z
dotu. Warunki konieczne dowodzi sie jednak przy dodatkowych zatozeniach. W przy-
padku ap < s zaktada sie, ze miara jest s-regularna z goéry, a w dwoch pozostatych
przypadkach przyjmuje si¢ dodatkowo, ze przestrzen metryczna jest lokalnie jedno-
stajnie doskonata. Wykazano rowniez, ze dla miar s-regularnych z géry w przypadku
ap < s wykladnik ¢ = sp/(s — ap) jest optymalny w tym sensie, ze przestrzeni nie
mozna zanurzy¢ w zadnej przestrzeni Lebesgue’a o wyktadniku wiekszym of ¢q. Po-
dobna wlasno$¢ maja zanurzenia w przestrzenie funkcji hélderowskich jesli zatozymy
dodatkowo lokalng jednostajng doskonalo$¢. Teraz nie istniejg zanurzenia w prze-
strzen z gtadkoscia 6 > o — s/p.

W rozdziale drugim rozpatruje sie takze zanurzenia przestrzeni Stobodeckiego
WoP(X,d, ) w przestrzenie Hajtasza-Sobolewa M?P(X, d, ). Udowodniono, ze ta-
kie zanurzenie jest ciggle jesli miara p jest f-regularna z dotu, ap > € — s oraz
B = a+ (s —0)/p. Nastepnie rozwazajac rozne przyktady pokazuje sie ,ze inkluzja
w przeciwng strone na ogot nie zachodzi, ze zatozenie ap > 6 — s jest istotne oraz,
ze gladkosci f = a + (s — 0)/p na ogdt nie da sie poprawic.

Rozdziat 3 dotyczy zwarto$ci zanurzen przestrzeni funkcyjnych. Pierwszymi wy-
nikami w tym zakresie byty twierdzenia F.Rellicha (p = 2) i V.I.Kondraszowa (p # 2)
dotyczace zanurzen klasycznych przestrzeni Sobolewa W;(Q) w przestrzenie Lebes-
gue’a L"(Omega) okreslone na obszarach ograniczonych 2 C R". Warunkiem ko-
niecznym i wystarczajacym dla zwartosci jest tutaj nieréwnosé r < n’i—’;ﬁp. Zwartoscé
zanurzen byta potem szeroko badana. Zauwazono, ze taka zwarto$¢ mozna uzyskiwac
rowniez przez wyposazenie przestrzenie funkcyjne w odpowiednie wagi, ograniczenie
sie do funkcji spetniajacych pewne warunki symetrii np. funkcji radialnych, wresz-
cie ostabiajac warunek ograniczonosci obszaru poprzez definiowanie przestrzeni na
obszarach quasi-ograniczonych. Mgr Stabuszewski rozpatruje zasadniczo wlozenia
przestrzeni M7 (X, d, p), N3 (X, d, ) oraz WP(X, d, i) do przestrzeni Lebesgue’a



L"(X,d,v) i przestrzeni funkcji mierzalnych, przy czym miary zwiazane z przestrze-
nig zanurzang i przestrzenig docelowa nie muszg by¢ takie same. Mozna zatem uwa-
zac, tego typu twierdzenia za uogdlnienie na przestrzenie metryczne klasycznych
twierdzen o zanurzaniu przestrzeni wagowych. Tym co laczy wszystkie wykazane
tu twierdzenia jest zatozenie r < p. W klasycznych twierdzeniach parametr r prze-
strzeni docelowej moze byé¢ wiekszy od p. Gtownym wynikiem tego rozdziatu jest
moim zdaniem Twierdzenie 101, ktére mowi, ze zanurzenia

My (X, d,p) — LP(X,d,v) i N (X,d,u)— LP(X,d,v) (1)

sg zwarte dla dowolnych 0 < «a,p,q < oo, miary borelowskiej v jesli, v < Cu oraz
dodatkowo zachodza dwa zalozenia o charakterze technicznym. W szczegdlnodci,
jezeli przestrzen (X,d) jest catkowicie ograniczona to powyzsze zanurzenia sa za-
wsze zwarte (Wniosek 106), co odpowiada wlozeniom na obszarach ograniczonych.
Natomiast przy zalozeniu, ze v jest absolutnie ciagta wzgledem p i dv/du € LY,
1 <8 <ooto Mg (X,d )i Ny, (X,d, ) mozna zanurzy¢ w sposob zwarty w prze-
strzeni Lebesgue’a z wykladnikiem p/¢’, gdzie 6" oznacza wyktadnik hoélderowsko
sprzezony (Twierdzenie 96). Teza ostatniego twierdzenia zachodzi réwniez w przy-
padku gdy przestrzen docelowa jest przestrzenia funkcji mierzalnych LY jedli zato-
zymy, ze v jest miara absolutnie ciggta i skonczong (Tw. 94). Dalej wykazano, ze
zwarto$¢ zanurzen (1) dla p = v jest réwnowazne zwartosci zanurzen

M (X, d,p) — MP (X, d,p) i N2J(X,d,p) = NP (X,d,p) (2)

dla wszystkich (pewnego) 3, (0 < f < «) (Twierdzenie 111 i Twierdzenie 112).

Podobne wyniki uzyskano dla przestrzeni Stobodeckiego WP( X, d, ). W tym
przypadku w przeciwienstwie do poprzednich przestrzeni dysponujemy parametrem
s, ktéry gra role podobng do wymiaru przestrzeni euklidesowej. W konsekwencji mgr
Stabuszewski mégt udowodnié twierdzenie mowigce, ze zanurzenie

WP(X,d,p) — L"(X,d, p) (3)

jest zwarte gdy r spelnia zalozenie podobne do klasycznego r < % iap < s
(Twierdzenie 118). Dowdd zanurzenia (3) przeprowadzono przy dodatkowych za-
tozeniach, ze u jest miarg skonczong s-regularna z dotu. Analogicznie gdy ap > s
udwodniono zwartosé¢ wlozenia do przestrzeni holderowskich C%#, jedli 0 < 3 < oz—i
(Twierdzenie 118).

Wszystkie wspomniane wyzej zalozenia sa warunkami dostatecznymi zwartosci,
a omoOwione twierdzenia nie zawieraja warunkéw koniecznych. W zakresie badania

tych ostatnich mgr Stabuszewskiemu udato sie udowodni¢ nastepujace stwierdzenia:

e jezeli miara jest f-regularna z géry, u(X) < oo i ap < 6 — s to dla wszystkich
0 < r < p zanurzenie (3) nie jest zwarte (Tw.123)

e jezeli istnieje dp takie, ze miara jest d-podwajajaca dla , kazdego § < &y to
zwartosé ktéregokolwiek z zanurzen (1) z v = p implikuje catkowita ograni-
czonosé¢ (X, d). (Tw.125)

e jezeli p(X) < oo i diam X = oo i miara spelnia warunek podwajania w nie-
skoficzonosci to zanurzenia (1) z v = p nie sa zwarte. (Tw.127)
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Zatem, wymienione ostatnio wyniki nie stanowig dowoddéw koniecznosci wezesniej-
szych zalozen, a jedynie formutujg warunki przy ktorych zwarto$é¢ nie zachodzi.

Rozprawa doktorska mgra Artura Stabuszewskiego jest jednolita tematycznie.
Zasadniczym celem wszystkich trzech rozdziatéw jest zbadanie ciggtosci lub zwar-
tosci zanurzen przestrzeni funkcyjnych typu Sobolewa-Biesowa okreslonych na prze-
strzeniach metrycznych. Badania w zakresie analizy na przestrzeniach metrycznych
stanowig préobe budowania struktur gtadkosci za pomoca $rodkéw dostepnych w
tych przestrzeniach. Naturalnym zadaniem jest tutaj odtworzenie zwigzkow i twier-
dzen znanych z analizy na przestrzeniach euklidesowych. Rozprawa doktorska mgr
Stabuszewskiego wpisuje si¢ w ten nurt badan.

Uzyskane w rozprawie wyniki sg moim zdaniem interesujace i nawigzuja do ak-
tualnie prowadzonych badan z zakresu analizy na przestrzeniach metrycznych. Za
najciekawszy uwazam rozdzial trzeci dotyczacy zwartosci zanurzen. W rozprawie
wykorzystano przede wszystkim srodki techniczne typowe dla teorii miary i geome-
trii przestrzeni metrycznych. Dowody twierdzen sa moim zdaniem poprawne. Ich
przeprowadzenie wymagato zarowno wiedzy matematycznej jak i pomystowosci.

Rozprawa napisana jest po polsku i od strony jezykowej jest poprawna. Zauwa-
zytem jedynie kilka drobnych nieistotnych usterek. Prezentowane wyniki opieraja sie
na czterech pracach przygotowywanych do druku lub juz opublikowanych. Wspotau-
torem wszystkich artykutéw mgra Artura Stabuszewskiego jest promotor rozprawy
dr hab. Przemystaw Goérka, a w dwoch wspodtautorem jest takze R.Alvarado (Am-
herst College, USA).

Zgodnie z informacjami zawartymi w bazie MathSciNet mgr Stabuszewski jest
wspotautorem ogdtem 3 opublikowanych prac badawczych, ktére ukazaty sie w latach
2019-23 w Nonlinear Anal., Studia Math. i w Proc. AMS.

Tematyka badan prezentowanych w rozprawie jest niewatpliwie aktualna, stoso-
wane metody sg technicznie zaawansowane i nowoczesne. Mgr Artur Stabuszewski
wykazal si¢ szeroka wiedza z zakresu analizy matematyczng oraz umiejetnoscia do-
wodzenia nowych twierdzen. Uwazam, ze praca spelnia wszystkie ustawowe wyma-
gania dotyczace postepowania w sprawie nadania stopnia doktora w dziedzinie nauk
Scistych i przyrodniczych w dyscyplinie matematyka. Wnioskuje o dopuszczenie go
do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.



